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RESUMEN

Se hace una aproximacién semianalitica de la colisiéon frontal de dos agujeros ne-
gros, usando una solucién exacta a las ecuaciones de campo de Einstein dada por Weyl.
Esta solucién puede ser interpretada como un espacio-tiempo estatico, axisimétrico con
dos agujeros negros mas una singularidad cénica entre ellos. Se encontraron los pseu-
dotensores energia-momento formulados por Tolman y Einstein para esta métrica que
describe el sistema y se obtuvieron pseudotensores idénticos, de este resultado, por ana-
logia con el electromagnetismo se dedujo el potencial del sistema, el cual coincide con
el potencial de la expansién en la aproximacién del campo débil. Con este potencial,
las formulas de la teoria de radiacién gravitatoria y eliminando adiabdticamente la sin-
gularidad cénica, la cual se hace depender del tiempo, se hallé la tasa de emisién de
energia y la cantidad total de energia emitida en ondas gravitatorias durante el proceso
de colisién. Los resultados obtenidos mediante esta aproximacién estan muy de acuerdo
a los obtenidos por calculos numéricos en el contexto de la teoria de la perturbacién y
a los resultados obtenidos por Araujo y Oliveira en una aproximacion semianalitica en
la que determinan el potencial del sistema a partir de la fuerza de interaccion entre los

agujeros negros.

1. INTRODUCCION

Un agujero negro no es un objeto ordinario definido
por la cantidad y propiedades del material del cual esta
hecho, es un objeto del cual ninguna senal fisica puede
escapar, esta totalmente incomunicado del resto del Uni-
verso. Como se trata de objetos muy particulares, quiza
la colisién de estos parezca un hecho extraordinario, pero
no esta lejos de la realidad. Puesto que en el Universo
el ochenta por ciento de las estrellas forman sistemas bi-
narios, se espera que agujeros negros de masas estelares,
originados siguiendo la evolucién estelar tipica también
formen sistemas binarios, donde los agujeros se hallan
orbitando uno alrededor del otro y finalmente por la
pérdida de energia en radiacién gravitatoria lleguen a
caer uno en el otro. De hecho los agujeros negros que han
sido indirectamente observados porque se manifiestan
por si mismos emitiendo rayos X se hallan en sistemas
binarios donde los objetos se encuentran muy préximos
y existe una transferencia de masa [7]. En nuestra ga-
laxia deben existir unas pocas docenas de tales sistemas.
Sin embargo, es razonable sospechar que el nimero de
agujeros negros de masas estelares es al menos de 107.
Esto basado en la estimacién que sélo el uno o dos por
ciento de las supernovas forman agujeros negros. Atun
el nimero de agujeros seria mayor considerando los agu-
jeros que quedaron como reliquias de la historia tem-
prana de la galaxia [7].

Las colisiones de agujeros negros masivos también
son probables. Se cree que la formacion de galaxias
ocurre a través de la fusion de unidades mas pequenas
[8], si estas unidades tienen sus propios agujeros negros

masivos en el centro, entonces se producirian colisiones
de agujeros negros masivos. (Para la detectibilidad y la
razén de eventos esperados ver [4] )

La importancia del estudio de la colisién de los agu-
jeros negros es debido a que esta considerada como
una de las més prometedoras e importantes fuentes as-
trofisicas detectables de radiacion gravitatoria en nuestro
universo. En estos anos, varios observatorios de ondas
gravitatorias (LIGO proyecto en Estados Unidos, VIR~
GO y GEO en Europa y TAMA en Japén [4] [5]) estan
siendo concluidos y tendran la capacidad y sensibilidad
suficiente para detectar las ondas gravitatorias prove-
nientes de colisiones de agujeros negros. La informacién
ganada de la deteccién de las ondas permitird ademés
de una reconstruccién de los pardmetros astrofisicos del
sistema, la primera directa e inequivoca evidencia de la
existencia de estos objetos, ademas que a la vez servira
para corroborar la teoria de la relatividad general.

Debido a esta gran importancia ya se realizaron mu-
chos trabajos tratando la colisién de agujeros negros. El
problema dindmico de dos cuerpos es uno de los mads
complejos en relatividad general, no existen soluciones
exactas a las ecuaciones de campo de Einstein descri-
biendo la geometria del espacio-tiempo para estas confi-
guraciones, es por esto que el problema ha sido tratado
principalmente por métodos numéricos y por aproxima-
ciones post-Newtonianas.

Araujo y Oliveira [1] hicieron una aproximacién semi-
analitica de la colisiéon frontal de dos agujeros negros,
usando una solucién exacta a las ecuaciones de campo
de Einstein dada por Weyl en 1917. Esta solucién puede
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ser interpretada como un espacio-tiempo estatico, axi-
simétrico con dos agujeros negros mas una singularidad
cénica entre ellos. De la singularidad cénica calcularon
la fuerza de interaccién entre los agujeros y obtuvieron
el potencial del sistema.

En este trabajo se usa esta misma solucién exacta
de Weyl y se encuentran para ésta los pseudotensores e-
nergia-momento formulados por Einstein y Tolman (este
iltimo ademads es equivalente al pseudotensor formulado
por Moller [6]) que resultan ser idénticos. De este re-
sultado por analogia con el electromagnetismo se deduce
el potencial del sistema el que ademds coincide con el
potencial de la expansién en la aproximacién del campo
débil.

Con este potencial, las férmulas de la teoria de ra-
diacién gravitatoria y eliminando adiabaticamente la sin-
gularidad cénica, haciendo depender la distancia entre
los agujeros del tiempo, se hall6 la tasa de emisién de
energia y la cantidad total de energia emitida en ondas
gravitatorias durante el proceso de colisién.

En la seccién 2 de este trabajo se presenta esta solu-
cién exacta de Weyl que describe a los dos agujeros ne-
gros con una singularidad cénica entre ellos. En la sec-
cién 3. se deduce el potencial del sistema a partir de los
resultados de los pseudotensores energia-momento para
esta solucién de Weyl. En la seccién 4 se determina la
energia radiada durante el proceso de colisién usando la
férmula de luminosidad obtenida de la teoria de la ra-
diacién gravitatoria y el potencial que se habia deducido
y finalmente en la seccién 5 se discuten los resultados.

2. LA METRICA DE WEYL

A pesar de la dificultad de las ecuaciones de campo
de Einstein, porque son no lineales, el ano 1917 Weyl pu-
blicé una de las primeras soluciones exactas. Esta solu-
cién es un caso particular de la clase de espacio-tiempo
estatico y axisimétrico, conocido hoy en dia como la clase
de Weyl.

El elemento de linea de un espacio-tiempo estético y
axisimétrico, en coordenadas cilindricas esta dado por:

ds® = Vdt? — e 2Y[e?" (dp® + d2?) + p*d¢®], (1)
donde ¥ = ¥(p,2), v = v(p,2), 0< p < 00,—00 < z <

00 y 0< ¢ < 2m. Las ecuaciones de campo de Einstein
obtenidas para esta métrica son:

v
VU =0, + 7” +¥.. =0, (2)
Vp :P(‘I’z—‘l’z)a (3)
v, =2p¥,V_. (4)

Se puede demostrar que hay una solucién particular
para estas ecuaciones de campo isométrica a la solucién
de Schwarzschild que describe un agujero negro. Esto
significa que para una solucién particular de Weyl, ha-
ciendo una transformacién de coordenadas la métrica de
Weyl decae en la métrica de Schwarzschild. Es decir

que la solucién de un agujero negro esta incluida en las
soluciones de Weyl.

Se puede verificar directamente que una solucién a la
ecuacion de Laplace (2) es el potencial Newtoniano para
una barra finita de longitud L localizada en el eje z y
centrada en el origen:

M n[RJF+R_—L]
L ‘Ry+R +L"

Re=y/i*+ (% 5 ©

y M es la masa de la barra Newtoniana, expresada en
unidades de longitud. La solucién correspondiente a (3)
y (4) usando la ecuacién (5) es:

2
V:2<%> In

Haciendo L = 2M y desarrollando la transformacién
de coordenadas cilindricas a esféricas:

U (5)

donde

(7)

(Ry + R_)> — L?
4R R_ '

p? = (r* — Lr) sen®, (8)

z= <r - g) cosf, (9)

el elemento de linea decae en el elemento de linea de
Schwarzschild:

2M

T)fldr2 —r2dQ*. (10)

Notese que en coordenadas cilindricas el horizonte de
eventos esta dado por p =0, -M< z < M.

Como la ecuacién de Laplace (2) es lineal, uno puede
superponer soluciones, cada una de ellas correspondiente
al potencial de una barra Newtoniana, una vez que se
hace esto se pueden resolver las ecuaciones (3) y (4) para
obtener lo que puede interpretarse como una solucion de
dos agujeros negros.

Veamos como se hace esto: Se designan las masas de
las dos barras Newtonianas como M y M' de longitudes
2M y 2M’', ademds las barras estan situadas sobre el eje
z y centradas en Zg + M y -Zg — M’ respectivamente.

La solucién a la ecuacién (2) para esta configuracién
esta dada por:

wo Ly [BetBo—2M) 1 [RL+ R —2M
= In|— -n|l -
2 |Ry+R_+2M] 2 Y+ RL+2M' ]
(11)
donde
Re=\/p+[—(Zo+M)FMP,  (12)
o 2 ’ n2
L=t (Tt MYFMP. (13)

La solucién de la funcién v(p, z) correspondiente a
esta soluciéon ¥ esta dada por:

v = v[¥] + v[¥'] + 20T, '], (14)
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donde ¥, v[¥] y ¥', v[¥'] son soluciones al problema de
un solo agujero y el término de interaccién o esta dado
por [1]:

o[, ¥'] =
11 (M'"+Zo)Ry + (M + M'+ Zy)R- — MR’
—1n
2 ZoRy + (M + Zo)R— — MR/,
1 Zo
ol [m] : (13)

Con esta solucion se describe el espacio-tiempo de-
bido a un sistema de dos agujeros negros en un eje de
simetria, entonces surge la pregunta ;por qué los dos
cuerpos estan estaticos, sin interactuar aparentemente
entre ellos?. Otra solucién exacta a la clase de Weyl, la
solucién de Curzon ya habia causado controversia por la
misma razén en 1924, incluso algunos fisicos de la época
senalaron que la teoria de la Relatividad General era in-
correcta. Pero Einstein y Rozen resolvieron la paradoja
mostrando que la solucién de Curzon no tiene un vacio
entre los dos cuerpos porque hay un deficit de angulo
cuando uno da una vuelta alrededor del eje de simetria
en un plano perpendicular a la linea que une los dos
cuerpos. Asi en la Relatividad General, un sistema de
dos cuerpos en equilibrio estitico debe tener una clase
de riostra entre ellos que los mantiene separados.

Para esta solucién particular de Weyl ocurre que
cuando p = 0 el término de interaccién no desaparece
entre las dos barras siendo éste:

MM’

v(0,2) =20(0,2) =In |1 = e 73

(16)

para |z| < Zy. Este término genera una singularidad
conica [1] la cual puede ser interpretada como una cuerda
césmica que mantiene los dos cuerpos apartados.

3. DETERMINACION DEL POTENCIAL DEL
SISTEMA

El potencial se deduce del resultado del pseudoten-
sor energia-momento en la prescripcién de Tolman (la
formulaciéon del pseudotensor de Tolman es ademds e-
quivalente a la formulacién del pseudotensor de Moller
[6] ) v de Einstein

El pseudotensor de Einstein esta definido como

OF = hie, (17)
donde

hoe = —hgt = 9bi

- 16m/—g

y el pseudotensor de Tolman esta definido como

1 ..
= U, (19)

[(=9)(9%g = g’g")] ; (18)

T;
donde

y N L
UY = =5 |~ (~h + qolTi + 3ol

1 i Ilm j 15 a 1 a
+ §gkgl <_F{m + §Q{Fam + §g¥n al>:| . (20)
Se obtuvieron resultados idénticos de estos dos pseu-
dotensores para la métrica de Weyl. La componente
T9 = 03 estd dada por:
1
Tg = —g(Q\I/p—l/p—pl/pp-l-2p\:[/pp—pl/zz+2p\1’22), (21)
la cual puede ser simplificada con las ecuaciones de cam-
po de Einstein (2), (3) y (4) y resulta finalmente:

T = ﬁmg. (22)

Es de interés la componente T3 pues es la que da
el valor de la energia gravitatoria por unidad de volu-
men y tiempo, las otras componentes corresponden a la
densidad de momento.

El potencial del sistema estudiado puede ser deter-
minado de este ultimo resultado que describe el flujo de
energia del sistema y de los principios de la fisica ge-
neral. Existen muchas analogias entre la teoria electro-
magnética y la teoria de la relatividad general, ambas
teorias tienen soluciones radiativas por ejemplo, y en
muchos casos se usan estas similitudes para analizar y
derivar propiedades en la relatividad general. En elec-
tromagnetismo y generalmente, en las teorias clasicas de
campos, el flujo de energia es proporcional al cuadra-
do del gradiente del potencial, aplicando esta regla a
la ecuacién de flujo de energia (22) obtenida, se podria
concluir que el potencial del sistema es la funcién .
La aproximacién a campos gravitatorios débiles confir-
ma esta asuncion.

4. DETERMINACION DE LA ENERGIA RADIADA

De la férmula de luminosidad deducida en la teoria
de radiacién gravitatoria [3]:

dE 1/~ =
=z <lijw>, (23)
vemos que necesitamos los tensores de inercia. Como
la colisién es frontal, asumimos que el movimiento es
completamente a lo largo del eje x. Escogemos el centro
de masa en reposo en = 0 ;1 y x2 serdn las posiciones
de cada uno de los agujeros y M y M’ sus respectivas
masas. Se hacen las siguientes definiciones:

MM’

T=x — T2, B= , m=M+ M. (24)

Se tiene entonces que la energia radiada queda re-

ducida a:
dE 8

it — 15"
donde los puntos denotan derivadas temporales.
Por otra parte la energia potencial definida por la
funcién ¥ desde el centro de masas queda reducida a:

1 Z3
—1In .
2 (Zo + 2M)(Zo + 2M")

2(3&i + xi)?, (25)

U= (26)
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Figura 1. Relacién de la distancia de separacién
de los horizontes de eventos de los dos agujeros y
la distancia entre los centros de masas de los dos
agujeros negros.

La distancia 27 es la distancia de separacién entre
los horizontes de eventos de los dos agujeros, pero con-
sideramos la distancia de separacion entre los dos centros
de masas de los agujeros negros a la cual ya llamamos
antes z, la relacién entre estas dos variables esta dada
por la ecuacién (ver figura 1):

©=2Zy+ M+ M'. (27)

Ahora se hace un reescalamiento del espacio-tiempo
a una forma apropiada, haciendo M + M’ = 1, de esta
forma la masa reducida es u = M M’', o en términos del
factor de proporcionalidad entre las dos masas a (a =
M/AT),

a
=—. 28

Notese que para cualquier valor que tome a, u estard
siempre entre los limites de 0 y 1/4.

Con este reescalamiento y en funcién de x la energia

potencial es:

wzlm[ (29)

22 —2x+1
5 .

22 +2x — 3+ 16p

Entonces la conservacién de la energia estard dada
por la siguiente ecuacién:

2?2 -2z +1
22+ 22— 3+ 164

j:—2+11n
2 2

| e

(donde € es la energia total del sistema).
Con la ayuda de esta iltima ecuacién de movimiento
calculamos %, Z y 2 con estas cantidades en la ecuacion

(25) y considerando que se tiene interés en el proceso de
colisién (esto significa lo que ocurre cuando z decrece
con el tiempo), se calculara la variacién de la energia no
con el tiempo sino con la distancia de separacién de los
dos agujeros x, haciendo uso de la siguiente igualdad:

dE. dE 1
de  dt &
Al hacer esta distancia entre los agujeros dependiente
del tiempo, eliminamos adiabaticamente la singularidad
cénica.
Finalmente se tiene que la tasa de la energia radiada
en el proceso de colisién es

(31)

dE _ 322 B Y N € L
dz — 151 \/26 In (z2+2z73+16u %

(z*422% —1622 1220 —94aptBu>)? (32)
(z—1)*(z2+22x—3+16u)% ’

a = 56z% — 176z + 120, 3 = 2562 — 384.
Notese que % diverge cuando x — 1, esto ocurre

cuando los horizontes de eventos de los dos agujeros ne-
gros se tocan. Pero cerca de este limite, el usar el poten-
cial hallado sobre la base de la métrica de Weyl, deja de
ser valido. Ocurre que cuando los dos agujeros negros
se encuentran muy cerca el uno del otro, sufren grandes
distorsiones en sus horizontes de eventos y la métrica de
Weyl ya no describira el sistema correctamente.

La tasa de energia radiada depende de la masa re-
ducida g que indica la proporcién de las masas de los
agujeros negros y la energia total del sistema que es de-
terminada a partir de la separacién inicial x,,., de los
agujeros negros cuando estos se encontraban en reposo,
a partir de la ecuacién

1 |: CE?nax - meax + 1 :| ) (33)

e=—-1In
2 22 i + 2T max — 3 + 160

La cantidad total de energia radiada en ondas gravi-
tatorias estara dada por

AEq. oz :/ —dx. (34)
( ’ ) x dx

Aqui 42 es la distancia entre los agujeros desde la cual
se inicia la colisién. Como ya dijimos antes la aproxi-
macién que realizamos para describir la colisién pierde
sentido cuando los agujeros estan muy cerca. Entonces se
debe escoger z,,;, adecuadamente. Lo que usualmente
se hace es escoger la distancia a la que los agujeros han
alcanzado la velocidad de la luz zj,. cuando se encon-
traban inicialmente en reposo en el infinito. En este caso
este punto esta determinado por la solucién a la siguiente
ecuacién trascendental:

x},. + 2. — 3+ 16p .

35
22, — 2xp, + 1 (35)



COLISION DE DOS AGUJEROS NEGROS 37

TABLA 1

Cantidad total de energia gravitatoria radiada como una funcién de 4., para dos valores distintos de p (cuando

las masas son iguales p = 1/4 y cuando una de las masas es aproximadamente 6 veces mayor u = 1/6). El valor de

Tmin usado es indicado entre corchetes. Los valores son comparados a los resultados obtenidos en la aproximacién

newtoniana, los resultados numéricos obtenidos por NCSA [2] y a los obtenidos por Araujo [1] en una aproximacién
semianalitica.

x| p=1AE[4.083] | p= 5 AE[3.869] | AENcw[2] | AENcsA2] | AEAr0i[2.1640]

00 0.00816 0.01198 0.01905 0.00894 0.00909

100 0.00792 0.01164 0.01878 0.00874 0.00895

30 0.00733 0.01082 0.01765 0.00831 0.00860

20 0.00687 0.01021 0.01610 0.00801 0.00833

10 0.00524 0.00821 0.01463 0.00715 0.00746

7 0.00359 0.00629 0.01244 0.00654 0.00662

5 0.00126 0.00502 0.00649 0.00582 0.00535
B dos agujeros tienen masas iguales y p = 1/256 cuando
uno de los agujeros tiene aproximadamente 256 veces la
somal masa del otro. En esta tabla también se expresan los

resultados obtenidos mediante otros métodos.

- 5. CONCLUSIONES
I e Los pseudotensores de Einstein y Tolman (por tanto
también de Moller [6]) para la métrica de Weyl que
o 0015 2 describe el sistema de los dos agujeros negros y la
singularidad cénica entre ellos resultan ser iguales.
sl e Del resultado de los pseudotensores energia-
i momento se identificé la energia potencial del sis-

1 tema: la funcién ¥(p, z).
U.UDUﬁ-: 3

e Este potencial depende de la proporcién entre las
d masas, determinada por p (ecuacién 29) pero si la
. 2 . : — - diferencia entre las masas es muy grande, esta de-

Figura 2. Comparacién de la tasa de emisién de energia en
forma de ondas gravitatorias para g = 1/8 y Zmaez = o0 la
obtenida en la aproximacién Newtoniana (linea 1); la obteni-
da por Araujo y Oliveira [1] en una aproximacién relativista
en la que se determina el potencial a partir de la fuerza de in-
teraccién entre los dos agujeros (linea 3) y la obtenida en este
trabajo con el potencial determinado a partir de la métrica
de Weyl (linea 2) .

Noétese que este punto nuevamente depende de p es
decir de la proporcion entre las masas de los dos agujeros
negros y toma el valor maximo z,, = 4.083 cuando los
agujeros tiene masas iguales o u = i y tiene como valor
limite z;,, = 3.04 cuando u tiende a cero, esto es cuando
uno de los agujeros es mucho mas grande que el otro.

En la Tabla 1 se presentan resultados de energias to-
tales obtenidas para distintas posiciones iniciales y para
dos valores de p muy diferentes, p = 1/4 cuando los

pendencia se desvanece.

El comportamiento de la tasa de energia radiada
obtenida usando este potencial es similar al obtenido
en la aproximacién de la colisién de agujeros negros
realizada por Araujo y Oliveira ! [1], pero es muy
diferente del obtenido mediante una aproximacién
newtoniana (ver figura 2). Se tiene que la tasa de
la energia presenta un pico maximo de radiacién y
diverge para z = 1 lo mismo ocurre en el caso de
Araujo y Oliveira, en la aproximacién newtoniana
se tiene que la tasa de energia crece indefinidamente
cuando la separacién entre los dos agujeros decrece y
esta diverge para z = 0. La tasa de energia radiada
en el caso considerado es mayor a la de Araujo y
Oliveira, porque en el potencial escogido se conside-
ra la energia potencial de todo el sistema, es decir,
ademads de la fuerza de interaccion esta incluida la

LAraujo y Oliveira realizaron también una aproximacién rela-
tivista en la que calculan la energia potencial del sistema a partir
de la fuerza de interaccién entre los dos agujeros negros, calculada
también a partir de la métrica de Weyl.



38 V. SUBIETA

0012

001

0 006 -

Bo8e \Io
20
3
b

0.004 - 2b

0.002 - \201(;

0

3.4 36 38 4 4.2 4.4 4.6

Figura 3. Energia total radiada como funcién de Z,in, para
distintos valores de p y para distintos valores de Tmaqe. Las
curvas la, 1b y 1c corresponden a p = 1/4 (masas iguales), las
curvas 2a, 2b y 2c a 4 = 1/8 (una masa es aproximadamente
6 veces la otra) y la curva 3 a 4 = 1/256 (una masa es
aproximadamente 254 veces la otra). Para p 1/8 y 1/4 se
graficaron tres Zmqz, estos son oo, 20 y 7 que corresponden
a las curvas superior, del medio e inferior respectivamente, y
para p = 1/256 se grafico Tymar = 00

energia del campo gravitatorio debido a los propios
agujeros negros, a diferencia de lo que ocurre en el
caso de Araujo y Oliveira.

e La energia total radiada en ondas gravitatorias u-
sando otras aproximaciones y métodos puede ser es-
crita como un factor de proporcionalidad constante
por la masa reducida: AE = Au?, pero en nuestro
caso, debido a que el potencial depende de u, este
factor “A” no es constante, mas bien es una funcién
de p; se tiene entonces AE = A(u)u?. Debido a esto
cuando se tienen valores de p cercanos a 1/4 (coli-
siones de agujeros de masas similares), se pueden
tener energias totales emitidas muy diferentes para
valores de p un poco diferentes (ver la figura 3):

e La distancia de separacién a la que los agujeros
negros alcanzan la velocidad de la luz x;,. cuando
inician su movimiento desde el infinito, depende de

1 Ty crece cuando las masas entre los agujeros son
més similares hasta llegar a 4.08 para agujeros de
masas iguales, y decrece cuando son menos similares
hasta el limite de 3.34.

e Los valores para la energia total radiada depen-
den entonces de la masa reducida u, es decir de
la proporcién entre las masas de los agujeros, de
Tmae v dependen fuertemente de i, que se es-
coja (ver la figura 3). Debido a todas estas varia-
bles se puede tener una misma energia para distintas
caracteristicas del sistema.

e Se han calculado energias totales emitidas toman-
do como Zyin = T ver la Tabla 1. Cuando la
separacion inicial de los agujeros es muy grande, los
resultados estan extremadamente de acuerdo con los
valores calculados mediante otros métodos relativis-
tas [1] y simulaciones computacionales, [2]. Cuando
las distancias iniciales son menores los resultados de-
crecen mas rapido que en los otros métodos cuando
los agujeros negros son de masas iguales (u = 1/4),
pero cuando los dos agujeros son de masas muy dife-
rentes (u = 1/256) las energias siguen estando muy
de acuerdo con las energias calculadas mediante el
método numérico por Anninos.
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