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RESUMEN

El presente articulo trata sobre el estudio de cohetes propulsados por agua o por
algiin fluido no compresible. Es necesario recordar que el asi denominado “cohete de
agua”, no funciona por combustién quimica sino por una reaccién mecdnica. El estudio
que se realiza en este articulo es sobre la cantidad de presién que necesita un cohete
de agua para poder elevarse, y determinar el tiempo en el cual dicho fluido termina de
vaciarse del recipiente a medida que éste se impulsa. Muchas personas que realizan este
experimento, todavia no conocen la explicaciéon matemaética y fisica de estos sistemas

propulsados.

1. INTRODUCCION

Actualmente los cohetes de agua, ademds de ser usa-
dos por los aficionados a la “coheteria amateur”, sola-
mente se usan como un modelo de explicacion para ilus-
trar los principios fisicos comprendidos en la propulsién
de los cohetes de combustién quimica de gran tamaifio.
Pero en si esta clase de cohetes —también llamados wa-
ter rockets [1]— encierran mucha matemdtica para su
explicacion fisica, por lo que el objetivo de estudio sobre
este tema es ensenar y explicar la propulsiéon de cohetes
mediante fluidos no compresibles, asi como la necesidad
de hacer notar que aunque los water rockets son experi-
mentos divertidos para la ensefianza de ciertas leyes fisi-
cas, éstos también encierran una gran complejidad que
muchas veces es ignorada por aquellos que fabrican y
disenian este tipo de cohetes.

Para iniciar el estudio del cohete de agua nos referire-
mos al material tedrico bdsico comprendido en cualquier
texto de Fisica, por ejemplo, Fisica de Resnick, Halli-
day y Krane [2] (capitulo de Dindmica de Fluidos), a fin
de aplicar las leyes usuales de la mecénica (teorema de
trabajo-energia, variacién del momentum, conservacién
de la masa) a un fluido ideal que sirve como agente pro-
pulsor del cohete. El contexto de la aplicacién de estas
leyes es el referido por Finney [1] en su extenso analisis
sobre los cohetes de agua. En este articulo se presen-
tan algunas consideraciones alternativas a las expuestas
en [1] y se sugieren otras investigaciones que no fueron
senaladas en dicha referencia.

2. FiSICA APLICADA A LA PROPULSION DE
COHETES DE AGUA

Consideremos un recipiente cerrado que contiene una
parte de agua y otra parte de aire. El agua expulsada
ejerce una fuerza de empuje similar a la que experimenta
un cohete al expulsar los gases del combustible quemado
por sus toberas. Antes de empezar la explicacién, cabe
recalcar que atribuimos al aire las propiedades de un gas
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Figura 1. Recipiente que contiene cierta proporcién de agua
o algiin fluido incompresible.

ideal, pues éste retine dentro de una buena aproximacién
las condiciones de densidad, presién y temperatura con
la que se trabaja. También se desprecian los efectos de
condensacién.

La forma del recipiente se supone cilindrica, con una
seccion transversal de area A;. Es necesario aclarar que
no se considera el cambio de temperatura al introducir el
aire, i.e., la transformacién que sufra el gas serd isotérmi-
ca. A continuacién se explicard algunos de los estudios
tedricos que se realizaron con los cohetes de agua.

3. LLENADO DE AIRE

Primeramente estudiemos el caso de la cantidad de
presiéon que necesitan estos cohetes para poder propul-
sarse, tratando de encontrar una ecuacién para la pre-
sién en funcién del numero de veces que accionamos una,
bomba de aire.

Imaginemos a continuaciéon el sistema mostrado en
la Fig. 3. Como se puede observar, se tiene un émbolo
que representa a la bomba de aire de una bicicleta u otro
mecanismo similar para insuflar aire; éste se encuentra
conectado al recipiente cerrado y parcialmente lleno de
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Figura 2. Recipiente expulsando la proporcién de agua que
contenia.

agua. Podemos observar que conectado al recipiente se
encuentra un manémetro que nos determinara la presién
inicial del aire. Antes de accionar la mencionada bomba
de aire, tenemos en el recipiente (cohete) ng moles de
aire a presién atmosférica P, y a temperatura ambiente
T.

Entonces de la ley de los gases ideales obtenemos la
siguiente ecuacién (Fig. 1):

PaAl (H - ho) = TL()RT (].)

Cada vez que accionamos la bomba de volumen V7,
introducimos en el recipiente n moles de aire a la misma
temperatura 7, por tanto, aplicando nuevamente la ley
de los gases, tenemos la siguiente ecuacién:

PV, = nRT. (2)

Si accionamos la bomba de aire N veces, tendremos
que la presién Py del aire contenido en el recipiente es:

PyAq (H — h()) = (’TL() + TLN) RT. (3)

El manémetro marcard una presién Py dada por la
siguiente ecuacién despejada de (3):

(no + nN) RT

Php=——7—-—"—.
07 TA (H = ho)

(4)
De (1) y (2) obtenemos una nueva ecuacion:

_ PAy (H — ho) + P,VyN
Ay (H = ho)

P

Finalmente, factorizando P, queda:

ViN >

Ay (H — ho) ©)

%:a@+

Este valor de Pq corresponde a la presion inicial du-
rante la fase de propulsién del cohete.

5 Manometro

Figura 3. Esquema de una bomba de aire conectada a un
recipiente y a un mandémetro.

4. TIEMPO DE VACIADO DEL AGUA

El volumen inicial de aire que tenemos en el recipiente
es:

Vo = A1 (H — ho) - (7)

Luego, el volumen final de aire una vez que termina
de salir toda el agua del recipiente es:

V = A, H. (8)

Ya que la transformacién del gas (aire) se ha supuesto
isotérmica, entonces:

PyA, (H — hy) = PAH. (9)

Si la seccion del recipiente A; es mucho mayor que
la seccién del orificio de salida As, entonces, en vista
de la ecuacién de conservacion del flujo: Ajvi=A45v,, la
velocidad v, es muy pequena comparada con vy, y se
puede despreciar.

La presion debida a la altura del fluido

P = pgh (10)

también puede considerarse pequena respecto a la pre-
sién del aire en el interior del recipiente. Asi, la ecuacién
de Bernoulli se simplifica:

1
P:a+§m§ (11)

Al salir el agua por el orificio de seccién As, el volu-
men del aire V en el interior del recipiente aumenta con
el tiempo:

av
AVy = —. 12
Vo= (12
Suponiendo que la velocidad de escape del aire no es
tan grande como para invalidar la aproximacién de un

proceso isotérmico, entonces

PyVy = PV, (13)

donde Py es la presion inicial del aire y V' es el volumen
inicial.

Despejando V' de (13), V3 de (11), y reemplazando-
los en (12), obtenemos:

d(%):AQ Q(P_Pa)-

. ; (14)
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Observando la ecuacién (14), podemos ver la deriva-
da de un cociente, donde PyVy es una constante; asi,
aplicando las propiedades de la derivada, obtenemos la
siguiente ecuacién:

dpP p? 2
dt POV[)A2 P (P Pa)- (15)

Luego, integrando (15) y acomodando términos ten-
dremos la solucién para el tiempo en el que se vacia el
agua de la botella. Debe recordarse que éste es el tiempo
de vaciado que es mucho menor que el tiempo de vuelo
del cohete. El tiempo de vaciado es:

o BPOVU
t_\@PaAQ (D(P)+

_\/PO_Pa_\/P_Pa
TP P

Py, — P, P-P
E(P) = arctan ( OTOG> — arctan ( 5 a) i

Finalmente, podemos decir que la ecuacién (16) nos
da el tiempo de vaciado del agua del recipiente durante la
fase de propulsion. Para ilustrar esta ecuacién, tomemos
algunos datos tipicos de este tipo de cohetes de agua.
Para una botella de 2 litros, tenemos los siguientes datos:
A =785 x 1073 m?, A, =380 x 10~*m?, V, = 3,05
x 10~* m?. El porcentaje de agua dentro de la botella
es del 33% del volumen total de la botella; ésta tiene
una altura de 0,28 m; la bomba de aire se acciona 4
veces. Con estos datos, la ecuacién (16) da un tiempo de
vaciado de 0,20 segundos.

Otra manera de estudiar este mismo problema es re-
solver (15) mediante el uso de ecuaciones paramétricas.
Entonces usamos la ecuacién (15), y la transformamos
en la siguiente ecuacién

Cil—lt) = -CP?\/P - P, (17)

2 A,
-
p PoVo

Los limites de integracion son los siguientes:

EB(P)
m) (19

donde:

D(P)

donde:

Py < P <A4F,,

0<7Z <3P,

donde se definié Z = /P — P,.

Debido a que Z depende de la presiéon P, y ésta a su
vez depende del tiempo, obtenemos la derivada de Z con
respecto a t, y la combinamos con (17):

dP dz
— =927—= =_CP%Z
dt dt ’

22% = —C(P, +7%?°Z.

Figura 4. Tridngulo construido para resolver la integral tri-
gonométrica de la ecuacién (20).

Separando variables y definiendo a=v P, integramos
la anterior ecuacién:

Z(t) dZ t
¢ :/ LA T
a3 (Z% + a?) 2 Jo

Esta integral se puede resolver por sustitucion trigo-
nométrica (figura 4), con Z = a tang, por lo que dZ =
a sec?¢ d¢ . De la Fig. 4 tenemos que:

a

cos ¢ =

Asi, tenemos que

#(t)
€= (1/a3)/ t cos? pde,

/3

donde 0 <¢(t)<w/3. Evaluando esta ultima integral te-
nemos:

1 - V3 T
= S0k <¢(t) + sin ¢(t) cos ¢(t) — T §>

Sustituyendo lo anterior en (18) queda la funcién pa-
ramétrica t(¢) para el tiempo:

1
t @(1,48—¢—sin¢c05¢). (19)
Después reacomodando algunos términos tendremos
la presién en funcién de ¢:

a2

P = o (20)
El instante inicial t=0 para el que P=4P,, co-
rresponde a ¢=m/3, mientras que el instante final
t=1,48/(Ca®) para el que P=P, corresponde a ¢=0.
Esto es interesante en si, pues aunque el agua dentro
del cohete se vacia por una diferencia de presiones que
tiende a cero, y por lo tanto el flujo de salida de agua
es cada vez menor, aun asi la cantidad total de agua se
vacia en un lapso finito. Para ilustrar estos cédlculos, se
construyé la grafica P(¢) mostrada en la Fig.5.
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Figura 5. Gréafica de presién (en 10° pascales) vs. tiempo (s),
usando los valores numéricos de los pardmetros ya referidos
para una botella de 2 litros.

5. CONCLUSIONES

Una de las conclusiones méas importantes de este es-
tudio es que los fluidos pueden ser usados como propul-
sores en cohetes amateur. En el caso de los cohetes de
agua el empuje que estos desarrollan es muy pequeno, y
por ello estos cohetes generalmente no alcanzan alturas
mayores a los 100 metros. Sin embargo, los cohetes de
agua brindan una buena oportunidad para comprender
la naturaleza fisica de los mecanismos de propulsién a
pequena y a gran escala.

Es importante aclarar que en la seccién 3 (Llenado
de aire) se calculé la presién que la bomba de aire genera
hasta el instante en que el cohete sale propulsado por el
agua. El propdsito de la seccién 4 (Tiempo de vaciado
del agua) fue obtener la ecuacién (16) que permite, te-
niendo en cuenta la condiciones iniciales del sistema (por
ejemplo, el area del recipiente y la densidad del fluido a
utilizar), estimar de manera aproximada el tiempo total
de vaciado del agua durante la fase de propulsién del
cohete. A continuacién, el cohete se eleva por el impulso
desarrollado en la fase anterior hasta alcanzar su altu-
ra maxima. La ecuacién (17) es la ecuacién diferencial
para la presién P(¢) como funcién del tiempo ¢ Se su-
pone P, <P(t)<Py, donde P, es la presién atmosférica
y la presién inicial Py (Llenado de aire) normalmente
no debe sobrepasar 4 atm, que es el limite de resistencia
del material plastico con el que se fabrica este tipo de
botellas.

La integracién de (17) se expresaen (20) y (21) de for-
ma paramétrica, i.e., t=t(¢) y P=P(¢) donde los limites
de 0<¢<7/3 corresponden al instante inicial (¢=0) en
el que P(¢p=7/3)=Py y el instante final (t=T) en el que
P(¢=0)=P,. Nétese que esta integracién paramétrica
—a diferencia de la que llevé a (16)— ya no requiere de la
funcién multivaluada E(P) que estd definida a menos
de nm, un miltiplo entero de 7. Si no se especifica lo

contrario, se debe entender que n=0, lo que resulta in-
necesario en los pasos que llevan a (17). Por otra parte,
se observa que el tiempo total de vaciado T es finito:

ro_ L (T.¥3
CepP\3 4 )

donde la constante C se definié a continuacién de (17).
Para los parametros fisicos de este problema, el tiem-
po de vaciado resulta ser T=0,2 segundos. En el caso
de tener un volumen inicial de agua menor que el re-
querido para vaciarse en el tiempo T de tal forma que
se igualen las presiones interna y externa (P(T)=P,),
entonces después del vaciado de este menor volumen de
agua, habra una diferencia de presiones de adentro hacia
afuera del cohete, lo que provoca el escape de una masa
de aire, que ya no es relevante para efectos del impulso
del cohete. Esto ultimo es lo que considera Finney [1] en
su analisis: la cantidad inicial de agua es relativamente
pequena, asi que ésta se expulsa en un tiempo de unos
0,15 s y luego el cohete —ya libre de la masa de agua—
se eleva por el impulso ganado en la fase anterior “de
quemado”. Esto nos invita a preguntarnos si acaso no
se puede utilizar una cantidad mayor de agua a fin de
aprovechar la diferencia de presiones de adentro hacia
fuera hasta que dicha diferencia sea cero, con lo que se
lograria una fase de impulso de mayor duracién. Obvia-
mente, mientras ello sucede, el agua que ain queda en el
interior del cohete es un “lastre” que se debe arrastrar
mientras el cohete asciende. Lo que se tiene que hacer
pues es plantear un problema de extremos: jcudl es la
cantidad ideal de agua que se puede aprovechar por la
diferencia de presiones sin que ello retarde significativa-
mente el impulso? La magnitud fisica que se debe “ma-
ximizar” serd entonces la velocidad final que se alcanza
durante esta etapa de “quemado”; esta velocidad es la
velocidad inicial durante la fase de ascenso “libre” ya sin
agua (combustible) que arrastrar. Obviamente, a mayor
velocidad, mayor serd la altura que alcance el cohete. Es-
te andlisis que sugerimos como un complemto al trabajo
de Finney [1] se publicard préximamente.

Para concluir, es importante mencionar que no sélo
el agua puede ser usada para propulsar este tipo de cohe-
tes. El hecho de usar por lo general agua obviamente se
debe a que es més econdémica, accesible, y no presenta
riesgo alguno en este tipo de experimentos caseros de
bajo costo.
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